Gieding/Schnirch Einfuhrung in die Geometrie S0Se 2010

Einfiihrung in die Geometrie: Ubungen zum Tutorium, Nr. 3
(Lésungen)

Aufgaben zu Mengen mit Beispielen aus der Geometrie:
1. Gegeben sind ein Kreis &£ mit dem Radius 7 und dem Mittelpunkt M sowie eine Gerade g. Die
Gerade g und der Kreis £ lassen sich als Punktmengen auffassen.
Geben Sie in Abhéngigkeit von dem Radius 7 des Kreises & sowie dem Abstand* (M. g)
des Mittelpunktes des Kreises & von der Geraden g Bedingungen dafiir an, dass
¢ [y g die leere Menge 1st:

® i g genau ein Element (d. h. einen Punkt) enthlt
(man sagt dazu auch: Die Menge k1 g hat die Méachtigkeit 1):

¢ 1" g genau zweil Elemente enthiilt (die Menge k1 ™ &y also die Michtigkeit 2 hat).
*Unter dem Abstand d(P.g) eines Punktes P von einer Geraden g versteht man das
Minimum der Abstinde aller Punkte X € gvon P: d(P,g) =

Lésung: Es seien & ein Kreis mit dem Radius » und dem Mittelpunkt M, sowie g eine
beliebige Gerade. Dariiber hinaus beschreibt d( 1/, g) den Abstand des Mittelpunktes des
Kreises | von der Geraden ¢. Dann gilt:
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Gegeben sind zwei Kreise k1 und /i mit den Radien 71 bzw. 72 und den Mittelpunkten M
bzw. M>.

a) Wie viele Elemente (Punkte) kann die Schnittmenge 41 M k2 der beiden Kreise enthalten?

MiM>| der

b) Geben Sie in Abhingigkeit von den Radien 71 und 72 sowie dem Abstand
beiden Mittelpunkte Bedingungen dafiir an, dass

e /iy ko die leere Menge ist:
® [y ™k genau ein Element enthilt (die Menge &)™ /> also die Méachtigkeit 1 hat);
¢ /iy ky genau zwei Elemente enthilt (die Menge &y &y also die Méchtigkeit 2 hat):

® ki Kk mehr als zwei Elemente enthélt (die Michtigkeit von &y ™ k> gréfler als 2 1st).

Loésung: Es seien %y und ko zwei beliebige Kreise mit den Radien 1 und 73 und den
Mittelpunkten My und Ms.

(a) Die Schnittmenge k1 Mko kann die leere Menge sein oder genau ein, zwei oder unendlich
viele Elemente enhalten.

(b) In Abhangigkeit von den Radien r; und ry sowie dem Abstand |V, Ms| ergeben sich

folgende Schnittmengen.
— Moglichkeit 1: ki Ny =T < ry +1ry <

MiMs| oder |ry — ra| >

M Ms).

Fall 1: r{ + 15 <
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J.[LJ.[Q| Fall 2: |T'J_ — 'f'2| =

- Maoglichkeit 2: &y M ko enthdlt genau ein Element < 1y + 1y =
J[ij.irg‘ mit 1 # 7.

11— 12| =

Fall 1: r{ + 7y =
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ﬁ.[lﬂ.lrﬂ Fall 2: |I'L — T'2| =




Gieding/Schnirch Einfuhrung in die Geometrie S0Se 2010

M, M, und

— Maoglichkeit 3: /i M ko enthdlt genau zwei Elemente < ) + 19 >
|!'1 — 'f’g| < |J[1J.1r2|

J[LJ.[Q| Fall 2: |'f'1 —'."Q| < Jlrljn[g‘

Fall 1: + e >
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— Moglichkeit 4: /1 N ko enthdlt unendlich viele Elemente < 1y =19 und M; =
Ms.

3. T(n) sei die Menge aller Teiler der natiirlichen Zahl n. So ist z.B. T(4) = {1,2,4}, denn
1, 2 und 4 sind Teiler von 4. Geben Sie das kartesische T(10) x T(6) in aufzdhlender Form

an.
L6ésung: Nach Definition von T'(n) gilt: 7(10) = {1,2,5,10} und T(6) = {1,2,3,6}. Dem—
nach ist das gesuchte kartesiche Produkt: T(l()}xT G)={(1.1). ‘1 2).(1.3).(1.6).(2.1).
(2.2).(2.3).(2,6). (5.1). (5.2). (5.3), (5.6). (10, 1), (10, 2). (10.3). (10,6)}.

4.  Kann das kartesische Produkt zweier Mengen A und B aus genau 7 geordneten Paaren

(a,b) mit @ = A und b = B bestehen?

Losung: Wenn A. 3 endliche Mengen sind, die aus m bzw. n Elementen bestehen, dann
besteht A x B aus m - n Elementen. Damit kann das kartesische Produkt zweier Mengen
A und B aus genau 7 Elementen bestehen, und zwar dann wenn m = 1 und n = 7 bzw.
m=Tund n =1



