Arbeitsblétter Algebra ABO2

2 Beispiele und Gegenbeispiele fiir Gruppen Teil 2

2.1 Gruppendefinition
Definition 2.1

Algbraische Gruppe:
Es sei G eine nichtleere Menge auf der eine zweistellige Operation o definiert ist. |G, o]
heifit Gruppe, wenn die folgenden FEigenschaften erfiillt sind:

1. Abgeschlossenheit von o auf G
Va,be G:a0be G

2. Assoziativitdt von o aug G
Va,b,c€ G:(aob)oc=ao(boc)

3. Existenz des Neutral bzw. Einselementes in G bzgl. o
deeGVae G:aoe=coa=a

4. Existenz der inversen Elemente zu jedem Element auss G
VacGla':acat=atloa=ce

Sollte ferner Va,b € G aob = boa gelten, so heifit [G, o] kommutative bzw. abelsche [[
Gruppe.

2.2 Die symmetrische Gruppe 5,

Definition 2.2

Bijektion

FEine eineindeutige Abbildung von einer Menge A auf eine Menge B heifit Bijektion.

Definition 2.3

Permutation
FEine Bijektion einer Menge auf sich selbst heifit Permutation.

Satz 2.1

Anzahl von Permutationen einer n-elementigen Menge
Es sei M eine Menge mit |M| = n. Die Anzahl der verschiedenen Permutationen von M
auf sich selbst betrégt n!.

Aufgabe 2.1

Beweis von Satz 2.1
Beweisen Sie Satz 2.1.

Es sei M = {A, B,C, D} eine vierelementige Menge. Wir generieren systematisch alle Per-
mutationen von M auf sich selbst. Das Schema erkennen Sie sicher selbst und haben damit
die Grundlage fiir den Beweis von Satz 2.1.
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1A B|C|D
2|A|B|D|C
3/A|C|B|D
4 | AIC|D|B
5| A|D|B|C
6 | A|D|C|B
7T/ B|A|C|D
8 | B|A|D|C
9 B|C|A|D
0] B|C|DJ|A
11| B/D|A|C
12|B|D|C|A
B3|C|B|A|D
14|/ C|B|DJA
B|C|A|B|D
6|C|A|D|B
17/ C|D|BJ|A
18|C|D|A|B
9/D|B|CJ|A
20D B|A|C
21|D|C|B|A
2|D|C|A|B
23| DJA|B|C
24| D|A|C|B

Wir fiihren je zwei Permutationen nacheinander aus und erhalten die folgende Verkniifungstafel:
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Die symmetrische Gruppe S4

o ABCD ABDC ACBD ACDB ADBC ADCB BACD BADC BCAD BCDA BDAC BDCA CBAD CBDA CABD CADB CDBA CDAB DBCA DBAC DCBA DCAB DABC DACB
ABCD ABCD ABDC ACBD ACDB ADBC ADCB BACD BADC BCAD BCDA BDAC BDCA CBAD CBDA CABD CADB CDBA CDAB DBCA DBAC DCBA DCAB DABC DACB
ABDC ABDC ABCD ACDB ACBD ADCB ADBC BADC BACD BCDA BCAD BDCA BDAC CBDA CBAD CADB CABD CDAB CDBA DBAC DBCA DCAB DCBA DACB DABC
ACBD ACBD ADBC ABCD ADCB ABDC ACDB BCAD BDAC BACD BDCA BADC BCDA CABD CDBA CBAD CDAB CBDA CADB DCBA DABC DBCA DACB DBAC DCAB
ACDB ACDB ADCB ABDC ADBC ABCD ACBD BCDA BDCA BADC BDAC BACD BCAD CADB CDAB CBDA CDBA CBAD CABD DCAB DACB DBAC DABC DBCA DCBA
ADBC ADBC ACBD ADCB ABCD ACDB ABDC BDAC BCAD BDCA BACD BCDA BADC CDBA CABD CDAB CBAD CADB CBDA DABC DCBA DACB DBCA DCAB DBAC
ADCB ADCB ACDB ADBC ABDC ACBD ABCD BDCA BCDA BDAC BADC BCAD BACD CDAB CADB CDBA CBDA CABD CBAD DACB DCAB DABC DBAC DCBA DBCA
BACD BACD BADC CABD CADB DABC DACB ABCD ABDC CBAD CBDA DBAC DBCA BCAD BCDA ACBD ACDB DCBA DCAB BDCA BDAC CDBA CDAB ADBC ADCB
BADC BADC BACD CADB CABD DACB DABC ABDC ABCD CBDA CBAD DBCA DBAC BCDA BCAD ACDB ACBD DCAB DCBA BDAC BDCA CDAB CDBA ADCB ADBC
BCAD BCAD BDAC CBAD CDAB DBAC DCAB ACBD ADBC CABD CDBA DABC DCBA BACD BDCA ABCD ADCB DBCA DACB BCDA BADC CBDA CADB ABDC ACDB
BCDA BCDA BDCA CBDA CDBA DBCA DCBA ACDB ADCB CADB CDAB DACB DCAB BADC BDAC ABDC ADBC DBAC DABC BCAD BACD CBAD CABD ABCD ACBD
BDAC BDAC BCAD CDAB CBAD DCAB DBAC ADBC ACBD CDBA CABD DCBA DABC BDCA BACD ADCB ABCD DACB DBCA BADC BCDA CADB CBDA ACDB ABDC
BDCA BDCA BCDA CDBA CBDA DCBA DBCA ADCB ACDB CDAB CADB DCAB DACB BDAC BADC ADBC ABDC DABC DBAC BACD BCAD CABD CBAD ACBD ABCD
CBAD CBAD DBAC BCAD DCAB BDAC CDAB CABD DABC ACBD DCBA ADBC CDBA ABCD DBCA BACD DACB BDCA ADCB CBDA ABDC BCDA ACDB BADC CADB
CBDA CBDA DBCA BCDA DCBA BDCA CDBA CADB DACB ACDB DCAB ADCB CDAB ABDC DBAC BADC DABC BDAC ADBC CBAD ABCD BCAD ACBD BACD CABD
CABD CABD DABC BACD DACB BADC CADB CBAD DBAC ABCD DBCA ABDC CBDA ACBD DCBA BCAD DCAB BCDA ACDB CDBA ADBC BDCA ADCB BDAC CDAB
CADB CADB DACB BADC DABC BACD CABD CBDA DBCA ABDC DBAC ABCD CBAD ACDB DCAB BCDA DCBA BCAD ACBD CDAB ADCB BDAC ADBC BDCA CDBA
CDBA CDBA DCBA BDCA DBCA BCDA CBDA CDAB DCAB ADCB DACB ACDB CADB ADBC DABC BDAC DBAC BADC ABDC CABD ACBD BACD ABCD BCAD CBAD
CDAB CDAB DCAB BDAC DBAC BCAD CBAD CDBA DCBA ADBC DABC ACBD CABD ADCB DACB BDCA DBCA BACD ABCD CADB ACDB BADC ABDC BCDA CBDA
DBCA DBCA CBDA DCBA BCDA CDBA BDCA DACB CADB DCAB ACDB CDAB ADCB DBAC ABDC DABC BADC ADBC BDAC ABCD CBAD ACBD BCAD CABD BACD
DBAC DBAC CBAD DCAB BCAD CDAB BDAC DABC CABD DCBA ACBD CDBA ADBC DBCA ABCD DACB BACD ADCB BDCA ABDC CBDA ACDB BCDA CADB BADC
DCBA DCBA CDBA DBCA BDCA CBDA BCDA DCAB CDAB DACB ADCB CADB ACDB DABC ADBC DBAC BDAC ABDC BADC ACBD CABD ABCD BACD CBAD BCAD
DCAB DCAB CDAB DBAC BDAC CBAD BCAD DCBA CDBA DABC ADBC CABD ACBD DACB ADCB DBCA BDCA ABCD BACD ACDB CADB ABDC BADC CBDA BCDA
DABC DABC CABD DACB BACD CADB BADC DBAC CBAD DBCA ABCD CBDA ABDC DCBA ACBD DCAB BCAD ACDB BCDA ADBC CDBA ADCB BDCA CDAB BDAC
DACB DACB CADB DABC BADC CABD BACD DBCA CBDA DBAC ABDC CBAD ABCD DCAB ACDB DCBA BCDA ACBD BCAD ADCB CDAB ADBC BDAC CDBA BDCA
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Aufgabe 2.2

Deckabbildungen des Quadrates

Eine Teilmenge der Sy lasst sich als Deckabbildungen des Quadrates kennzeichnen. Benen-
nen Sie alle Permutationen der Sy, die als Deckabbildungen des Quadrates interpretiert
werden kénnen und stellen. Die Menge der Permutationen, die als Deckabbildungen des
Quadrates interpretiert werden kénnen ist beziiglich der NAF von Abbildungen selbst
eine Gruppe. Stellen Sie die Gruppentafel auf.

Zur Losung hier eine leere Tabelle:

Die Darstellung der Sy ist in der angegebenen Form recht uniibersichtlich. Wir kodieren wie
folgt:

ABCD | 1 | CBAD | 13
ABDC | 2 | CBDA | 14
ACBD | 3 | CABD | 15
ACDB | 4 | CADB | 16
ADBC | 5 | CDBA | 17
ADCB | 6 | CDAB | 18
BACD | 7 | DBCA | 19
BADC | 8 | DBAC | 20
BCAD | 9 | DCBA | 21
BCDA | 10 | DCAB | 22
BDAC | 11 | DABC | 23
BDCA | 12 | DACB | 24
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opS1aqaproy-ydpdurpord

1T

Mit dieser Kodierung stellt sich die S wie folgt dar:

o1 (234|567 |89 [10]|1112]13|14|15]16 |17 |18 19|20 |21 |22|23 |24
1123|456 |7 |89 1011|1213 1415|1617 181920 |21 22|23 |24
22 (114|136 |5 |8 |7 [10]9|12|11]14|13|16 15|18 |17 20|19 (22|21 |24 |23
313|516 ]2 4|9 (117|128 10|15 |17 |13 |18 |14 16|21 |23 |19 |24 |20 |22
4141625131012 8 11| 7|9 |16 |18 14|17 1315|2224 |20 |23|19 |21
515|136 |1 4|2 (119127 10 8 |17 |15 18|13 |16 14|23 |21 24|19 |22 |20
6 | 64|52 31 |12]10(11|8 |9 |7 |18]16 |17 14|15 1324|2223 |20|21 |19
7T, 7 811516231241 |2 (131420199 |10]| 3 |4 2122|1211 |17|18 | 5 | 6
8 (8 | 7T |161524 23| 2 |1 |14|13/19]20(10| 9 |4 |3 |2221 11|12 |18 17| 6 | 5
919 11|13 18}20(22| 3 |5 |15|17|23 (21| 7 |12 1 |6 (1924 ,10| 8 |14 16| 2 | 4
10101214 1719|214 |6 |16 |18 24|22 8 (11| 2 |5 [2023|9 |7 13|15 1| 3
117119 181132220 5 | 3 |17 |15 21|23 |12 7 |6 |1 |24|19| 8 |10 16|14 | 4 | 2
1212110171421 (19| 6 | 4 |18 16|22 |24 11| 8 | 5 |2 [|23]20| 7 |9 |165|13| 3 |1
13(13]20 9 (2211 18|15 (23| 3 |21 |5 |17 1 |19 7 |24|12|6 (14| 2 |10| 4 | 8 |16
141141191021 (12|17 16 |24 | 4 |22 | 6 | 18| 2 (20| &8 |23 |11 |5 (13| 1 | 9 |3 | 7|15
51523 7 (248 |16 13201 |19 2 |14| 3 219 |22|10| 4 |17 5 |12| 6 |11 |18
1611624 8 |23| 7 |15|14]19| 2 201 |13 4 |22}10|21 9|3 |18 6 |11 | 5 |12 |17
1711721112119 |10|14 |18 22| 6 |24 | 4 |16 5 |23 (11|20 8 | 2 |15 3 | 7 |1 ]9 |13
1811822111209 |13 (17215 23| 3 |15 6 |24 (1219 7 | 1 |16| 4 | &8 | 2 |10|14
1911914211017 (12|24 |16 |22 4 |18 6 |20 2 |23 | &8 | 5 |11 |1 (13| 3 |9 |15]| 7
200201131229 (18|11 (2315|213 (17| 5 |19 1 |24| 7 |6 12| 2 |14 | 4 |10| 16| 8
21121 (1711912114 11022 |18 24| 6 |16 | 4 [23| 5 |20(11| 2 |8 |3 |15 1|7 |13]9
2212211812011 (139 |21 |17 23| 5 |15 3 |24 6 |19 12| 1 | 7 | 4 (16| 2 | 8 |14 |10
2312315124 7 168 2013|191 |14 2 (213|229 |4 |10 5 [17] 6 |12|18 |11
24124116123 | 8 |15 7 |19 1420 2 |13 |1 |22 4 |21(10] 3 |9 | 6 [18| 5 |11 |17 |12
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Aufgabe 2.3

FEindeutige Lésbarkeit von a o x =y in der Sy

Untersuchen Sie, wie oft jedes Element der Sy in jeder Zeile und jeder Spalte der Ver-
kniipfungstafel auftaucht. Was hat Ihr Untersuchungsergebnis mit der Aufgabeniiberschrift
zu tun?

Aufgabe 2.4

Vierergruppen
Es sei G = {e,a,b,c} eine vierelementige Menge und ® eine Verkniipfung auf G. Gene-
rieren Sie alle moglichen Gruppentafeln fiir (G, ®].

Hinweis: Thr Untersuchungsergebnis aus Aufgabe 2.3 gilt fiir jede Gruppe.
Leere Tabellen zur Hilfe:

® e a b c ® e a b c
e e
a a
b b
c c
® e a b c ® e a b c
e e
a a
b b
c c
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