Sommersemester 2010

Einfihrung in die Geometrie

Kurzzusammenfassung — Mengen, Relationen, Aquivalenzklassen

Diese Zusammenfassung stellt lediglich einen ,Fahrplan® dar und ersetzt weder den Besuch der Vorlesung
noch die Verwendung von Literatur. Sehr empfohlen wird fiir das Kapitel 1 das (auch fur andere Veranstal-
tungen und den spateren Beruf nitzliche) Biichlein aus der Reihe ,mathematik-abc fiir das Lehramt":

LEHMANN, I.; ScHuULz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen. Wiesbaden: Teubner, 1997 (3. Aufl. 2007).

1. Mengen, Relationen

Einige Schreibweisen:

aeM
agM
M ={a,b,c,...}
M = {x|H(x)}

M ={x]|xeG A H(X)}

& oder {}
AcB
AcB
ANnB
AuUB
A\B

(a;b)
AxB

AN

vV

-

3 oder ,esex.”
Vv oder ,f. a.“
A=B
A< B

aRb

a

Sonstige Abkirzungen:

m.a.W.
0.B.d.A.
NAF

a ist Element von M (gehort der Menge M an).
a ist nicht Element von M (gehort der Menge M nicht an).
M besteht aus den Elementen a, b, c, ...

M besteht aus allen x, fir welche die Aussageform H(x) zutrifft.

M besteht aus allen Elementen x der Grundmenge G, fiir welche die Aus-
sageform H(x) zutrifft.

leere Menge

Die Menge A ist eine Teilmenge der Menge B.

Die Menge A ist eine echte Teilmenge der Menge B.

Durchschnittsmenge der Mengen A und B

Vereinigungsmenge der Mengen A und B

Differenzmenge (B subtrahiert von A)

geordnetes Paar

kartesisches Produkt der Mengen A und B

und

oder

nicht (Verneinung)

Existenz (es existiert) (Beispiel Ve >0 36 >0 — ,fur alle epsilon

fur alle groler Null existiert ein delta groRer Null®)
Aus Aussage A folgt Aussage B.

Aussage A gilt genau dann, wenn Aussage B gilt, das ist gleichbedeutend
mitt A=B A B= A

a steht in der RelationR zu b

Aquivalenzrelation (Abkiirzung: AR)
Aquivalenzklasse eines Elements a beziiglich einer AR
(Abkirzung: AK)

mit anderen Worten
ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
Nacheinanderausfiihrung



1.1 Grundbegriffe der Mengenlehre

Begriff der Menge, Prinzipien der Mengenlehre

Cantorsche Mengendefinition:

Prinzip der Mengenbildung:

Prinzip der Mengengleichheit:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschau-
ung oder unseres Denkens (welche die Elemente genannt wer-
den) zu einem Ganzen.

Fur alle diejenigen Objekte x, auf die eine gegebene Aussage-
form H(X) zutrifft, gibt es stets eine Menge M, die genau jene x
als Elemente besitzt.

Mengen M und N sind genau dann gleich, wenn sie aus den-
selben Elementen bestehen.

Teilmengenbeziehung (Inklusion)

Definition (Teilmenge): A ist Teilmenge von B, in Zeichen: AcB, genau dann, wenn jedes Ele-
ment von A auch Element von Bist: ACB 1< Vx (xe A= xeB).

A ist echte Teilmenge von B (A< B) genau dann, wenn Ac B und A=B.

Satz (Eigenschaften der Inklusion): Fir beliebige Mengen A, B und C gilt:

(0]

O O O O

AcCA (Reflexivitéat),
FallsAcBundBcC,so AcC (Transitivitat),
FallsAcBundBcA,so A=B (Antisymmetrie) sowie
AzA (Irreflexivitat),
FallsAcBundBcC,so AcC (Transitivitat).
FallsAcB,soBzA (Asymmetrie)

Boolesche Operationen (Vereinigung, Durchschnitt, Differenzmenge)

Definition: Es seien A, B zwei Mengen.

e Die Menge der Elemente, die sowohl zu A als auch zu B gehdren, heifdt Durch-
schnitt (Schnittmenge) A~B von A und B: AnB := {x | xeA A xe B}.
Ist AnB = {}, so heil’en A und B disjunkt bzw. elementfremd.

e Die Menge der Elemente, die zu A oder zu B (also auch diejenigen Elemente, die
zu A und zu B) gehoren, heil3t Vereinigung (Vereinigungsmenge) AUB von A und
B: AuB:={x |xeA v xe B}.

e Die Menge der Elemente, die zu A aber nicht zu B gehdren, heilt Differenzmenge
A ohne B und wird mit A\B bezeichnet: A\B := {x | xeA A x¢B}.

Potenzmenge und kartesisches Produkt
Definition (kartesisches Produkt): Es seien A und B Mengen. Als kartesisches Produkt Ax B der

Mengen A und B wird die Menge aller geordneten Paare (a;b)
mit a< A und b € B bezeichnet:

AxB:={(a;b)lac AAbeB}.

Bezeichnung: Wird das kartesische Produkt einer Menge A mit sich selbst gebildet, so schreibt
man auch A% := Ax A, wie zum Beispiel bei dem bekannten R*= R x R.



1.2 Relationen und Klasseneinteilungen
Relationen

Definition: Eine Teilmenge des kartesischen Produkts M x M einer Menge M heil3t zweistellige
RelationRinM: RcM xM .

Bemerkung: Es werden in der Vorlesung zum allergrofiten Teil zweistellige Relationen betrachtet.
Allerdings gibt es auch mehr- (z. B. drei-)stellige Relationen. So ist die Zwischenre-
lation Zw(A,B,C) (der Punkt B liegt zwischen dem Punkt A und dem Punkt C) eine
dreistellige Relation in der Menge der Punkte der Ebene.

Wenn im Folgenden nichts anderes ausgefihrt wird, sind mit ,,Relationen* immer
zweistellige Relationen gemeint.

Definition: Eigenschaften von Relationen. Es sei M eine Menge und R eine Relation in M.
¢ R heil’t reflexiv, wenn flr alle acM gilt: aRa.
¢ R heil’t irreflexiv, wenn fir alle acM gilt: —aRa.
¢ R hei8t symmetrisch, wenn fiir alle a,oeM gilt: aRb = bRa.
¢ R heil3t asymmetrisch, wenn fir alle a,beM gilt: aRb = —bRa.
¢ R heil’t antisymmetrisch (identitiv),wenn fur alle a, beM gilt: aRb A bRa = a=b.
¢ R heil’t transitiv, wenn fur alle a,b,ceM gilt: aRb A bRc = aRc.

Aquivalenzrelationen und -klassen

Definition: Eine Relation ~ in einer Menge A heifit Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, sym-
metrisch und transitiv ist.
Beispiele: — Gleichheit,
— Kongruenz geometrischer Figuren,
- Ahnlichkeit geometrischer Figuren
— Parallelitat (Grundmenge: Menge aller Geraden der Ebene / des Raumes),
— Parallelgleichheit (Grundmenge: Menge aller Strecken d. Ebene / d. Raumes),

— Pfeilgleichheit (Grundmenge: Menge aller gerichteten Strecken der Ebene /
des Raumes),

— Quotientengleichheit,
— Kongruenz modulo m (2 Zahlen lassen bei Division durch m denselben Rest).

Definition: Es sei ~ eine Aquivalenzrelation in einer (nicht leeren) Menge A und acA. Dann
heilt a={x € A/ x ~ a} Aquivalenzklasse von a bezliglich der AR ~.

Jedes Element a von a heif3t Reprasentant der Aquivalenzklasse a .

Beispiele:

S — Menge aller Strecken, die zu der gegebenen Strecke s kongruent sind,
g — Menge aller zu g parallelen Geraden,

— Vektoren — Pfeilklassen: Klassen paralleler, gleich langer und gleich gerichte-
ter ,,Pfeile” (gerichteter Strecken),

— Bruchzahlen bzw. gebrochene Zahlen — Klassen quotientengleicher Briiche
(bzw. quotientengleicher Paare natirlicher Zahlen),

— Restklassen modulo m — diese Klassen umfassen jeweils alle diejenigen gan-
zen Zahlen, die bei Division durch m denselben Rest lassen.

— Halbgeraden (Strahlen)
— Halbebenenen

Satz: Es sei ~ eine Aquivalenzrelation in einer Menge A (A = {}). Dann gilt:



Satz:

1. Keine der durch ~ erzeugten Aquivalenzklassen ist leer: @ = {} fur alle a € A.
2. Je zwei verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt: @a=b = anb ={}.

3. Aist die Vereinigungsmenge aller Aquivalenzklassen: A= | a.

acA
(Hauptsatz (ber Aquivalenzrelationen): Jede Aquivalenzrelation ~ in einer nichtleeren
Menge M bewirkt eine eindeutig bestimmte Zerlegung* von M in nichtleere, disjunkte
Teilmengen (die Aquivalenzklassen bzgl. ~), wobei a, b € M genau dann derselben Teil-
menge angehdren, wenn sie zueinander in der Relation ~ stehen.

Umgekehrt existiert zu jeder Zerlegung Z der Menge M eine eindeutig bestimmte Aquiva-
lenzrelation ~ derart, dass Elemente ein- und derselben durch Z festgelegten Teilmenge
stets zueinander in der Relation ~ stehen und fiir Elemente a, b verschiedener Teilmengen
stets — a ~ b gilt.

* Spricht man von einer Zerlegung einer Menge M, so ist damit auch gemeint, dass M in der Vereinigung al-
ler Teilmengen vollstandig enthalten ist.
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