Losung Aufgabe 6.1

Voraussetzung: Es seien eine Gergdad ein PunkP, mit P nicht Element voig gegeben
Behauptung: Es existiegenaueine Eben&, mit g gehort zuiE undP Element vore

Beweis:

Beweisschritt Begrundung

1) Es gibt mindestens einen PuAkiind einen PunkB Element vorg. Axiom 1/2

2) nkoll(A,B,P) daP nicht Element vory
3)A, B undP gehdren zgenaueiner Eben& Axiom 1/4

4) g gehort zue Axiom 1/5

5) Es gibtgenaueine Ebene, dig undP enthélt (Behauptung). 3) und 4)

Losung Aufgabe 6.2

Voraussetzung: Eine beliebige Ebdhand vier nicht komplanare Puni&eB, C, D.

« alle vier Punkte kénnen nicht in einer Ebene lieffeath Voraussetzung)
« die EbeneéE kann drei der vier Punkte enthalten (zABB undC)

« die EbeneE kann zwei der vier Punkte enthalten (zARIndB)

« die EbeneE kann einen der vier Punkte enthalten (zAB.
« die EbendE kann keinen der vier Punkt enthalten.

Losung Aufgabe 6.3

zu 1) Wenn vier Punkte nicht in einer Ebene lieglamn gibt es keine drei, die auf einer Geradeyetie
zu 2) Von vier Punkten, die nicht komplanar sinitht g@s keine drei, die kollinear sind.

zu 3):
Voraussetzungrkomp(4, B, C, D)
Behauptung: Je drei der Punk®,C,D sind nicht kollinear.

Annahme: Es gibt drei kollineare Punkte, oBdAkoll(4, B.C)  Beweis:

Schritt Begrundung
1) Es gibt eine Gerac J mit A B Ceg Annahme
ral: D € 9

2) Es gibt eine Eber £ mit AB,DeE Axiom 1/4
gl el (1),(2), Axiom 1/5
5 (A B, C/D)eE 2),(3)

5 komp(A, B, C, D) )
Widerspruch zur Voraussetzung

Falz €9

o koll(A, B,C, D)

7) es gibt einen Punkg der nicht auf der Geraderiegt Axiom 1/3
8) es existiert genau eine Ebdnenit (‘4? B,F)eE Axiom /4

9) mit A Bek gilt auchc! Dek Axiom 1/5
10 komp(A, B, C, D) ©)

Widerspruch zur Voraussetzung

Annahme ist zu verwerfen! Behauptung stimmt!




Losung Aufgabe 6.5

Definition: HalbgeradéB *
ABT = {F | Z\R’(A., P.B)v7Zw(A B, le} U {A, B}

Losung Aufgabe 6.6
AB™ = {P/Zw(P, A, B)} U {A}

LOosung Aufgabe 6.7

Es seiM ein Punkt der Eberte. Ein Kreisk, ist die Menge aller Punkfeder Ebendz, die vom PunkM den selben
Abstand haben. Der Punit heil3t Mittelpunkt des Kreisds

Losung Aufgabe 6.8

Nochmal zur Erklarung die Kreisdefinition aus Aufge6.7:
Ein Kreis sei die Menge aller Punktle &ie den gleichen Abstand zu Punkt M haben. Di€aerkt M nennen wiMittel punkt des Kreises.

Vorraussetzung: Alle Punkte &nd der Punkt M liegen in der selben EbEne

- Eine StreckeAB st dann eine Kreissehne eines KreisegennA undB zuk gehéren.

- Eine StreckM B ist dann ein Kreisradius eines KreisesvennB zuk gehort.

- Eine Streck¢AB st dann ein Kreisdurchmesser eines KreksegennA undB zuk gehdren uniAB durch den
MittelpunktM geht.

Losung Aufgabe 6.9

Satz inwenn-dann:

Wenn drei Punkt4: B und C' kollinear sind, dann liegt genau einer zwischem loieiden anderen
Punkten.

Beweis: Es seien als4: 8 und C' drei Punkte.
Voraussetzungenkoll(<: B und C')

Behauptung: es gilt genau eine der drei méglichen Zwischenigrian:zw {4. 5,C} oder?v {4, C, B} oder
zw {B, A, C}

Beweis

Nr. Beweisschritt Begriindung

(1) |koll{A,B,C} \Voraussetzung

es gilt eine der drei Gleichungen:
|AB] + |BC| = |AC]|

(y |[ACI+ICB[=[AB| (1), Axiom 11/3
|BA| + |AC| = | BC|

() |zw{A.B.C} oderzw{A,C,B} oderzw{B,A C} (1), Def (Zwischenrelation)

zu zeigen: es liegt genau einer zwischen den beiddaren
(IV) |Annahme: es gilt 0.B.d./zW {4, B,C} yndzw {A, C, B}

BT T TBC
(V) |AC| + |GB|

|AC|
|AB] (IV), (Axiom 11/3)




[AB] + [BC| = [AC]
(v) |lAB|—CB[=|AC]

rechnen mit reellen Zahlen,
(Axiom 11/2)

(Vi) [[AB[+|BC| = [AB| - [BC|

(VI gleichgesetzt), rechnen mi

reellen Zahlen

(VIll) [[AB[+2|BC| = |AB|

(vir), + [BC

(IX) [2|1BC|=0

(vi, - |AB

\Widerspruch, da die beiden Punkte B und C identsth mussten, nach
X \Voraussetzung aber drei verschiedene Punkte A,dBlugegeben sind.
GRS Annahme zu verwerfen, Behauptung stimmt.

L6sung Aufgabe 6.10

Teilaufgabe 1

Die Formulierund'eine und nur eine" ist &quivalent zdgenau eine":

Die Kreise k1 und 42 haben genau dann genau einen Punkt .S gemeinsam, wenn [M1Ma| = |ri] + [r2] gjlt.

Teilaufgabe 2

allgemeiner Teil fur beide Implikationen

Es seierkl und ‘tf*z zwei Kreise mit den Mittelpunkte A JJrl bzw. A irﬂ und den Radie”1 bzw. 72

Implikation | (-->)

Wenn |MiMz| = |r1| + |r2| | dann haben die beiden Kreki2und k2 genau einen Punkt gemeinsam.

andere mdoglich Formulierung (neben vielen weitedsm hier nicht alle aufgezeigt werden sollen uddnen):

Wenn fur zwei Kreise gilt, dass die Summe der Langeer Radien gleich dem Abstand ihrer Mittelpunigt, dann

existiert genau ein Pun S, den die beiden Kreise gemeinsam haben.

(Der allgemein Teil zuvor ist hier mit aufgenommend hétte nicht extra formuliert werden muissen.)

Implikation Il (<--)

Wennk:1 undk2 genau einen Punkt gemeinsam haben, si|MiMz| = |ri| + [r2] |

Teilaufgabe 3
Beweis von Implikation |

Voraussetzung
|ﬂ1r1ﬂf2| = |T1| + |?'2|

Behauptung 1 (Existenzaussage)

Es gibt einen PuntS, der sowohl zi%1 als auch zik2 gehort.



Behauptung 2 (Eindeutigkeitsaussage)

Es gibt nicht mehr als einen Pur.S:denk1 undk2 gemeinsam haben.

Beweis der Existenzaussage (Behauptung 1)
Nachzuweisen ist die Existenz eines Pun S :der sowohl zi#1 als auch zik2 gehért.
Der Kreisk: ist die Menge aller Punkte unserer Ebene, dieern BunkiM: den Abstand”:l haben.
Der Kreisk: ist die Menge aller Punkte unserer Ebene, dieem BunkiM2 den Abstand”z| haben.

Wir haben also die Existenz eines Pun.S asachzuweisen, fiir den gilt:
|Sﬂ.{1| = |T1|

und

|S;‘1fg| = |'T'2|

Wir konstruieren uns einen solchen Pu.S iwie folgt:

Wir gehen von dem Stra?i; aus.

My

Auf MMy gibt es nach dem Axiom vom Lineal genau einen P.S 'k der zo M1 den Abstandi| hat: [MiS] = |ri]

My S[=]r,]

My

Jetzt gilt: (*) Der Punk.S' liegt zwischen den PunkteM1 und M
Begriundung von (*):

Der PunkiS fallt nicht mit 1 zusammen|1| = 0 | entarteter Kreis.

Der PunktS fallt nicht mit M2 zusammen: entsprechend der Voraussetzung wiiadksegntarten.
Annahme:~Zw (M, S, My)

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, ¢ Ssgin Punkt der Halbgeradi 1% ist, kann jetzt nur noch
Zw (My, Ms, S) gelten:

My S]=]ry|

My

Zw (ﬂ[]_, M5, S) bedeutet: (**) |4'1.lr14‘11r2| + |JF|I945'| = |41[1S|

Der PunkiS wurde so gewahlt, dass sein Abstiz M1 die Zahl 1| ist, womit (**) auch wie folgt
geschrieben werden kann:



(***) | My M| + |M2S| = |y

Unter Beriicksichtigung der Voraussetzt/ MiMz| = [r| + |r2| gilt entsprechend (***) auch (****)
1|+ [ra| + | M2 S| = |ra]

Da nurlnl.Ir2l und [M25] positive reelle Zahlen sind, ist (****) ein Widgyauch in sich. Die Annahme
~Zw (M, S, My)

ist zu verwerfen.

Nach diesen Ausfiihrungen kénnen wir also davonehesy dass der von uns konstruierte P .S ktwischen den
Punkter M1 und Mz liegt. AusZw (M1, S, M) folgt:

(i) IMuS| + |SMs| = | MMy

Unter Beriicksichtigung der Voraussetzi[m1] + [ — 2| = [MiMa| 143t sich (i) als
(ii) 1M1S|+ [SMa| = [r1| + [ro

schreiben.

Da S so gewahlt wurde, dal?1S| = |1l gilt, ist auch

(iii) 1]+ [SMa| = [ri| + [r2]

glltig.

Aus (iii) folgt unmittelbar|SM| = [ra| |

Damit gehért der Punl.S sowohl zuk1 als auch zikz.
Die Existenz des gemeinsamen Pun S:dler beiden Kreiski und®2 ist damit nachgewiesen.

Beweis der Eindeutigkeitsaussage (Behauptung 2)
AnnahmeElT T ; S A |TJF\I]_| = |T‘]_| M |TJF\IQ| = |T‘Q|
Wegen ||+ [r2| = [MiMo| und [TM, | = |r; | und [TM, | = |r, | gilt:
Zw (M, T, My)
und damit natirlich auch
T ¢ flflfli;

Damit sindS und 7" zwei verschiedene Punkte auf dem StM:1%" die zum Anfangspunkt dieses Strahls ein und
denselben Abstar |71l haben.

Das ware allerdings ein Widerspruch zur Eindeuiigkeissage des Axioms vom Lineal.

Beweis der Implikation 11

muss noch geschrieben werden, allein mir fehlt maaredie Zeit, in der nachsten freien Minute (eBtemde) werde
ich das Schreiben der Lésung fortsetzém:¢g.* 13:17, 21. Jun. 2010 (UTC)



