Mathematik-Tutorium SoSe2012

Ubung XII

Hinweis: Auf diesem Ubungsblatt finden Sie einige Beweise, die in der VL schon gefiihrt wurden
bzw. die Beweisidee angedeutet wurde. Schreiben Sie die Beweise zur Ubung sauber auf.

Aufgabe 12.1

Man beweise: Ein Punkt P gehort genau dann zur Winkelhalbierenden des Winkels ¢, wenn er zu
den Schenkeln von ¥ jeweils denselben Abstand hat.

Sei < ASB ein Winkel.

PEWH.ass < |QP| = |RP| mit Q€ SA" und R £SB”

_J
,=>

Voraussetzung: P € WH. asg
Behauptung: |SA,P| = |SB,P|

Nummer Beweisschritt Begrindung

1) |SP| = |SP]| Trivial

2) |<ASP| = |<PSB| Definition WH, VSS (P € WH)

3) 31 QESA™: |<SQP| =90 Ex. und Eind. des Lotes, Axiom
vom Lineal, VSS

4) 3 RESB™: |SR| = |SQ] (3), Axiom vom Lineal, VSS

5) AQSP ist kongruent APSR (1), (2), (3), (4), SWS

6) |SA,P| = |SB,P| (5), Definition Kongruenz, (3),
Abstand Punkt auf Gerade,

7) |QP| = |RP| (6)

Voraussetzung: |QP| = |RP| mit Q€ SA" und R €SB*

Behauptung: P € WH. asg

Nummer Beweisschritt Begriindung

1) |QP| = |RP| Voraussetzung

2) |<SQP| = |<PRS| =90 Definition Abstand, Lot, senk-
recht, Satz Gber rechte Winkel

3) |SP| = |SP| Trivial

4) |SP] ist langste Seite im Dreieck (2), Satz Gber Winkel-Seiten-
Verhaltnisse im Dreieck, Korol-
lar 1

5) AQSP ist kongruent APSR (1), (2), (3), (4), SsW

6) |<QSP| = |<PSR| (5), Definition Kongruenz

7) P& WH.ass (6), Definition WH
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Aufgabe 12.2
Beweisen Sie die Umkehrung des Wechselwinkelsatzes

Wechselwinkelsatzkriterium: alb & |a| = |B]
Gilt zu zeigen: |a| = |B| =>a| b

a) mithilfe der Umkehrung des Stufenwinkelsatzes.

Ubung XII

Nummer Beweisschritt Begriindung

1) o und B sind Wechselwinkel; |a] = |B] VSS

2) la| = o] Scheitelwinkelsatz

3) lal =|a’| = [B] (1), (2), Rechnen in |R, Transiti-
vitat ,=’

4) B und a’ sind Stufenwinkel Definition Stufenwinkel

5) allb (3), (4), Umkehrung Stufenwin-
kelsatz

b

b) ohne die Umkehrung des Stufenwinkelsatzes zu verwenden.

Wir nehmen an, a und b seien NICHT parallel.

Nummer Beweisschritt Begriindung

1) Es existiert ein Punkt S: a n b = {S} Definition parallel, Annahme

2) Seien die Schnittpunkte mit der g wie folgt be- Geschnittene Geraden — nach

zeichnet: Aund B Voraussetzung

3) Es existiert ein Dreieck ASB (1), (2)

4) 0.B.d.A. |a| > |B] (3), Definition AuRenwinkel, a
und B sind WW, a ist AuBen-
winkel, schwacher AulRenwin-
kelsatz

5) Widerspruch zur VSS, Annahme ist zu verwer- (4)

fen
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Aufgabe 12.3

Ubung XII

Beweisen Sie: Wenn  ein Punkt auRerhalb der Geraden Yist, dann gibt es eine Gerade h, die
durch Fgeht und parallel zu Hist.

Aus der Umkehrung des Stufenwinkelsatzes wissen wir, dass zwei Geraden genau dann parallel sind,
wenn die Stufenwinkel kongruent zueinander sind.

Nummer Beweisschritt Begriindung

1) Wir fallen das Lot von P auf g. Der dabei ent- Definition Lot, VSS
stehende Lotfullpunkt heilde S.

2) |< SP*, g| =90 Definition Lot, Konstruktion

3) Durch P existiert genau eine Gerade p, die Satz lber die Existenz und Ein-
durch P verlauft und senkrecht auf SP steht. deutigkeit der Senkrechten

4) Jeder Winkel <PS*,p hat das MaR 90. (3), Definition Lot und senk-

recht

5) |<SP*, g| = |<PS", p| = 90 und Winkel sind Stu- | (2), (4), Definition Stufenwinkel
fenwinkel

6) p verlduft durch P und ist parallel zu g. (5), Umkehrung STWS

ODER: Winkel nach beliebigen MaR w generieren (WMA, WKA)

Aufgabe 12.4

Es sei folgende Definition fur den Begriff Parallelogramm gegeben:

Definition 1: Ein Viereck mit zwei Paaren paralleler Seiten heit Parallelogramm.
Beweisen Sie: Wenn sich in einem Viereck die Diagonalen halbieren, dann ist das Viereck ein Paralle-
logramm (entsprechend Definition 1).

Sei ABCD ein beliebiges Viereck, indem sich die Diagonalen halbieren (Schnittpunkt sei S)

Nummer Beweisschritt Begriindung

1) |AS]| = |SC| VSS

2) |DS| = |SB]| VSS

3) |<ASB| = |<DSC]| Scheitelwinkelsatz

4) |<ASD| = |<CSB| Scheitelwinkelsatz

5) A ASB ist kongruent A DSC SWS, (1), (2), (3)

6) A ASD ist kongruent A CSB SWS, (1), (2), (4)

7) |AB| = |DC]| (5), Definition Kongruenz

8) |AD| = | BC| (6), Definition Kongruenz

9) A DAB ist kongruent A DBC (7), (8), |DB| = | DB| trivial, SSS

10) |<CDB| = |<DBA| |<CDS| = |<ABS| (9), (5), Definition Kongruenz

11) DC | AB (10), Umkehrung Wechselwin-
kelsatz

12) A CDA ist kongruent A CAB (7), (8), |AC| = |AC]| trivial, SSS

13) |<BDA| = |<CBD| |<ADS| = |<SBC]| (12), (6), Definition Kongruenz

14) AD || BC (13), Umkehrung Wechselwin-

kelsatz
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Aufgabe 12.5

Gegen welche Forderung, die an Axiomensysteme zu stellen ist, verstof3t die folgende Formulierung

des Parallelenaxioms:

Ubung XII

Zu jedem Punkt P auBerhalb einer Geraden Ygibt es genau eine Gerade #, die durch P geht

und zu Hparallel ist.
Gegen die Unabhangigkeit und Minimalitdt der Axiome.

Aufgabe 12.6

Beweisen Sie den Wechselwinkelsatz, ohne den Stufenwinkelsatz zu verwenden.

Wechselwinkelsatz:  a| b=>|a| = |B]|

Annahme: |a| # |B|,0.B.d. A. |a| > |B]|

Nummer Beweisschritt Begrindung

1) la] > |B] Annahme

2) Jo’: || = |B] WMA, WKA

3) a'llb (2), Umkehrung Wechselwin-

kelsatz

4) Pca'undPizaunda’ #a (1), (2), Definition Winkel

5) Da es nur eine Gerade durch P geben kann, die | VSS, (4), Euklid’sches Paralle-
parallel zu b ist, ist das ein Widerspruch zur VSS | lenaxiom,
— Annahme ist zu verwerfen!

Aufgabe 12.7

Beweisen Sie den Innenwinkelsatz fiir Dreiecke

a) mithilfe des Stufenwinkelsatzes.

Die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks ist 180.

Sei ABC ein Dreieck mit schullblicher Bezeichnung:

Nummer Beweisschritt Begriindung
1) Sei g eine eindeutige Gerade, die durch C ver- Ex. von Parallelen, EP, VSS
lduft und parallel zu AB ist.

2) a] = |o’| (1), Stufenwinkelsatz

3) [B] =|B’| (1), Stufenwinkelsatz

4) vl =1v| Scheitelwinkelsatz

5) [+ V] = |w] (2), (4), WAA, Rechnen in |R

6) |w| + |B’| =180 (3), (5), Definition NW, Sup-
plementaxiom, Definition sup-
plementar

7) [o| +|B'| + |V | =180 (5), (6), Rechnenin |R

8) |of + [B] + [v] =180 (2),(3),(4), (7)
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b) mithilfe der Umkehrung des Stufenwinkelsatzes.

geht ned! Ansonsten brauchten wir keine Euklid’sche Geometrie, um die Innenwinkelsumme zu zei-
gen.

Unter Verwendung des Euklid’schen Parallelenaxiom (also euklid’sche Geometrie), geht es schon:

Nummer Beweisschritt Begriindung

1) la| = |a Stufenwinkel an C in AC,B nach
WMA und WKA

2) CP || AB Umkehrung Stufenwinkelsatz,
(1)

3) [B] =B’ Stufenwinkel an Cin AC,B" nach
WMA und WKA

4) CX || AB Umkehrung Stufenwinkelsatz,
(3)

5) CP=CX Euklid’sches Parallelenaxiom

6) ... (weiterer Beweisverlauf wie bei a) )

Aufgabe 12.8
Beweisen Sie den starken AuRenwinkelsatz.

Satz: Jeder AuBenwinkel ist so grol3, wie die Summe der beiden nicht anliegenden Innenwinkel.

Sei a ein f. a. b. Innenwinkel des Dreiecks ABC und a‘ ein f. a. b. Nebenwinkel von a. Ferner seien die
restlichen Innenwinkel mit B und y bezeichnet.

Nummer Beweisschritt Begriindung

1) a' ist AuBenwinkel zu a. Definition AuRenwinkel.

2) a] +|B] + |v| =180 Satz Uiber die Innenwinkel-
summe im Dreieck

3) |a| + |a‘| =180 Definition Nebenwinkel, VSS

4) lof + [B] + |v] =la] + [a] (2), (3)

5) [B] + |v] =|a] (4), Rechnenin |R
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Skizze zu 12.4
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